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■ Conjuntos de Julia y conjunto de Mandelbrot 

■ Sistemas dinamicos continuos 

■ Sistema de Lorenz. Atractores extranos 
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i sobre la nocion de fractal 
tales 

Dimension fractal de series temporales. 
Coeficiente de Hurst 

Referencias 

Fractales en la web 
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Introduccion 



Cambio de paradigma 





"El lenguaje de la naturaleza 
es matemdticas, y sus caracteres 
son triangulos, circulos y otras 
figuras geometricas" 



Galileo, Essays 
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Introduccion 





Cambio de paradigma 




jn ser inteligente que en un instante dado 
conociera todas las fuerzas que animan la 
Naturaleza y las posiciones de los seres que la 
forman, y que fuera lo suficientemente inmenso 
como para poder analizar dichos datos, podna 
condensar en una unica formula el movimiento de 
los objetos mas grandes del universo y de los 
atomos mas ligeros: nada serfa incierto para dicho 
ser; y tanto el futuro como el pasado estarfan 
presentes antes sus ojos". 

Laplace, Philosophical essays on probabilities 
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"Incluso cuando las leyes naturales 
parecen no tener ningun secreto para 
nosotros, solo podemos conocer la 
situation inicial aproximadamente... Puede 
ocurrir que... un pequeno error en la 
entrada nos produzca un enorme error en 
la salida. La prediction resulta imposible". 

Poincare, Chance 
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Cambio de paradigma 




"Las nubes no son esferas, las 
montanas no son conos, las Ifneas de 
costa no son circunferencias, la corteza no 
es lisa, y la luz no viaja en Ifnea recta". 



Mandelbrot, 
The fractal geometry of nature 
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Introduccion 





—i C u Ei n do J Ei ivi sirainsi 
ijrnpJjfjCEJ/ n 



proce 

i j 




ca estudia la realidad, la 

mncirloranrln m 10 Inc 



lineales, bien suponiendo que 
idOTflHigBKun suaves y regulares. 

■ Pero el uso del ordenador, que permite la 
rapida repeticion de procesos, ha permitido 
ampliar el campo y estudiar, por ejemplo, los 
sistemas dinamicos no lineales, que 
ocasionan fenomenos complejos como el 
caos, y investigar las formas irregulares que 
dan lugar a la "geometna fractal". 
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Introduccion 




supone hoy un cambio 
Ciencia, un nuevo paradigma, 
sido calificada como una 

Si los sistemas dinamicos presentan 
sensibilidad a las condiciones iniciales se dice 
que hay caos. 

Caos y fractales estan muy relacionados, 
aunque se pueden encontrar fractales sin 
caos, y caos sin fractales. 
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y f ractales? 



cDonde hay f ractales? 




rci 
compli 




e hay? 

explicaba el mundo que 
iante figuras send I las, rectas, 



UUIIZd dMUrd UUJtjlUb Mldb 

no solo nos ayudan a ampliar el 
mundo de la geometna sino que nos surten de 
bellos eiemplos de sucesiones, funciones o 
probabilidad dentro de la matematica elemental, y 
aparecen al estudiar iteraciones, el teorema del 
punto fijo, sistemas dinamicos e interesantes 
problemas topologicos y de teona de la medida 
dentro de la matematica superior. 
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ela 
tria fractal 



Siste 



nas, la orilla de un 
una nubeJ 



ramificados: arboles, el sistema 
Dulmonar... 



■ Simular imagenes con gran ahorro de 
memoria en el ordenador 



Prediccion en bolsa 

Prediccion de la extincion de especies en 
Biologia 
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Broccoli Romanesco. 



Broccoli Romanesco, detail. 



The self similarity of an ordinary cauliflower is demon 
itrated by dissection and two successive enlargements (bottom), 
rhe small pieces look similar to the whole cauliflower head. 



Dawn over the Himalayas, Gemini IV image, © Dr. Vehrenberg KG. 




Fractal coast, repeating after 6 magnifications, © R.F. Voss. 



S=3. L<2 




S=1 . L=7 




S=2. L=3 




S=1/2, L=20 /*S^ 




conf eccionados con el ordenador 
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Una exDDSJCJon 





j No hay cJljcJei que \m 
confeccioriEidEis con 



espectaculares graficas 
el ordenador han 
contribuido a popularizar estos terminos. 

El termino fractal evoca algo de insolita 
belleza, irregular, intrincado en que las partes 
mas pequenas son similares al todo, y que se 
genera por la repeticion de procesos muy 
simples. 

La geometna fractal es una herramienta que 
permite describir objetos considerados como 
extremadamente complejos y desordenados 
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"Zabnski Point", fractal forgery of a mirage, < K. Musgrave, C. Kolb, B.B. Mandelbrot. 




"Carolina", fractal forgery. © K. Musgrave. 
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os fractales no hubiera sido tan 
s en la actualidad si no 
delos en la naturaleza a 
uede aplicar este tipo de 

turales que se pueden 

~ r j i r j.^ 



racn, como por ejemplo, la medida de costas 
con muchos fiordos, los bordes de 
comunidades vegetales en paisajes no 
humanizados, los sistemas ramificados como el 
sistema nervioso, la ramificacion de los 
bronquios en los alveolos pulmonares, la 
naturaleza de las fracturas o los sistemas de 
f alias, la porosidad de las rocas, la estructura 
de las galaxias. Muchas fronteras entre dos 
medios, o las estructuras en forma de arbol 
son modelos fractales. 




±bm51 



et el term i no fractal se 
:antidad de entradas que 
inas de sus aplicaciones: 

> de valores o en la extincion de 

con tecnicas 

s temporales cuya dimension 
iona el grado de predictibilidad del 



Muchos fractales son atractores de sistemas 
dinamicos. w 

Otra aplicacion es la generacion de imageries o la 
compresion de imageries usando tecnicas 
fractales. 

Se encuentra gran cantidad de bibliografia en 
"antenas fractales", que permiten minimizar el 
tamano de las antenas, y que incluso nos permite 
esperar que proximamente tengamos una en 
nuestros moviles. 



Aplicaciones de los fractales 



Atractores de sistemas dinamico 
Superficies que separan dos medios 
Sistemas ramificados 
Porosidad 

Difusion de animales, plantas, redes de 
drenaje, incendio 
Terremotos y volcanes 
Estudio de las fallas 
s Series temporales 
s Bolsa 

s Extincion de especies 
s Codificacion de imageries s^JtPsP 
s Antenas fractales ' >^ 






iantes 



obj 



mejantes van a estar 
do reiteradamente a un 
conjunto de aplicaciones 
(una homotecia de razon menor 
que la unidad es un ejemplo de aplicacion 
contractiva). 

El fractal viene a ser el producto final de una 
iteracion infinita de un proceso geometrico 
muy simple. 
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copo de nieve o curva de Koch. 




El tetraedro de Sierpinski. 
El conjunto de Cantor en el piano. 
El conjunto de Besicovich. 
La esponja de Menger. 
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Fractales autosemejantes 



Con junto de Cantor 




En los d 



unidad [0, 1] se divide en tres 
y se elimina la parte central, es 
rvalo (1/3, 2/3). Queda F 1# la 
los cerrados. 

egmentos restantes se repite el 
proceso, borrando la parte central de cada 
intervalo. 

Y asi sucesivamente. 

En el limite se obtiene el objeto que se 
denomina "Con junto de Cantor". 



Fractales autosemejantes 



Con junto de Cantor 



mento dos homotecias de 
tremos del segmento y razon 1/3, 
a la figura obtenida iterativamente 
dichas homotecias, obteniendose, en el limite el 

Se dice que el conjunto de Cantor es, pues, el atractor 
de dos homotecias de razon 1/3, y centros en el 
origen y en el extremo unidad. 

Se observa que si partimos inicialmente de, 
unicamente, los dos puntos: 1/3 y 2/3 y aplicamos 
iteradamente las dos homotecias volvemos obtener, 
en el limite, el conjunto de Cantor. 





es no vacio pues los 
tervalo que lo generan nunca 
proceso infinite 



do por union infinita de conjuntos 
cerraaos, y esta acotado, luego es un 

■ Su longitud es nula, pues la longitud de su 
complementario tiene de longitud uno. Es: 
1/3 + 2/3 2 + 4/3 3 +...= (l/3)/(l-2/3) =1. 

■ Tiene el cardinal del continue 
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de los puntos del 
es una sucesion infinita 



ill ■ ■ I s-> ■ 



Luego ei cardinal aei conjunto ae Lantor es 
no numerable, tiene la potencia del continuo 
como el cardinal de R. 

■ Tenemos pues un conjunto de longitud nula y 
cuyo cardinal es igual al de R. 
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onjun w Caul 



tor en el piano 




—I ^e parce c 

j Se divide en 
primer pEiso 
en cade) vercice 




de lado uno. 



se 



Con cad 
proceso, 
tienen 



16 cuadrados iguales y en el 
an cuatro cuadrados, uno 



' y de lado 1 A 

io de estos cuadrados se repite el 
n lo que en el paso segundo se 
cuadrados de lado 1/16 y, asi 



sucesivamente. 




Un von} 



tor en el piano 





on de homotecia o el 
cuadrados seleccionados se 
obtienen otros conjuntos de Cantor 
generalizados, o modificando la 
disposicion se obtiene el conjunto de 



Fractales autosemejantes 



Tridngulo de Sierspinky 






ulo equilatero en el que 
ntos medios de los lados. 

■ Se forman cuatro triangulos. 

■ Se elimina el triangulo central. 

En cada uno de los tres nuevos triangulos se 
repite el proceso. 

■ Y asi sucesivamente. 

■ A la figura formada por la iteracion infinita se 
la denomina triangulo de Sierpinski. 
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Fractales autosemejantes 

Tridngulo de Sierspinky 
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Fractales autosemejantes 



Tridngulo de Sierspinky 







ulo equilatero en el que 
ntos medios de los lados. 

■ Se forman cuatro triangulos. 

■ Se elimina el triangulo central. 

En cada uno de los tres nuevos triangulos se 
repite el proceso. 

■ Y asi sucesivamente. 

■ A la figura formada por la iteracion infinita se 
la denomina triangulo de Sierpinski. 
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Fractales autosemejantes 



Tridngulo de Sierspinky 






nJ pro 1 



os seguido ha sido 
:ias de razon 1/2 y 
centros los tres vertices del triangulo al 
triangulo inicial y de forma iterativa a la 
figura obtenida, de donde el triangulo 
de Sierpinski es el punto fijo o atractor 
del conjunto de aplicaciones 
contractivas formado por las tres 
homotecias. 
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Fractales autosemejantes 



Tridngulo de Sierspinky 






con 





triangulo de Sierpinski partimos 
ension 2, un triangulo de 



Al aplicar la primera iteracion en area 
es (3/4)/4, en la segunda (3/4) 2 A, luego en el limite el 
area de la figura es cero <LEs entonces el triangulo de 
Sierpinski un objeto de dimension dos? 

Tambien observamos que su 

longitud tiende a «>. 

Esto nos hace suponer que la dimension del triangulo 
de Sierpinski no es ni uno ni dos, sino un numero dta\ 
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a (jury a eld 




nieve de Koch 




j lej construed on corr 



nza con un triangulo 

larln Hp pqI-p friannnln In 



JVJCJJrnc 



5 en tres partes. En la parte central, 
^hmibcIo esta longitud, se dibuja otro 
triangulo equilatero borrando el lado que se 
superpone con el triangulo anterior. Se 
vuelve a repetir este proceso con cada uno 
de los segmentos de la nueva figura y asi 
sucesivamente. La curva que se obtiene 
cuando repetimos este proceso 
indefinidamente se denomina curva del copo 
de nieve o curva de Koch y es un fractal. 





nieve de Koc 



un p 

del segundo 
por 4/3, por 
en la eta pa 
a infinito cua 



e observa que si el 
tiene un pen metro de 
primer poligono obtenido tiene 
e longitud 3(4/3), el penmetro 
lo se obtiene multiplicando otra vez 
or lo que la longitud del penmetro 
a F k es 3(4/3)*, cantidad que tiene 
uando Xrtiene a infinito. 



Ca El area es finita pues esta 

contenida en el circulo circunscrito al 
triangulo de partida. 
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Otros f ractales autosemejantes 
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Precisiones sobre la nocion de fractal 



El nombre de "fractal" se debe a B. andelbrot 
en los anos setenta. 



Admite definiciones distintas: 
Dimension fraccionaria 

Punto fijo de un conjunto de aplicaciones 
contractivas 

Su es distinta que su 
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Dimension 




un xroio rj 
dim en 




subi 



ntsrvcjJa: 



nto tiene dimension 1, 
, por ejemplo un cuadrado, 
jdo, dimension 3. 

el intervalo unidad en n 
la lonqitud de cada uno de 




jego el factor de reduccion es r 

= n. 

■ Si se divide el cuadrado unidad, por ejemplo 
en 16 cuadrados, n = 16 = 4 2 , y el factor de 
reduccion es r= 4. 

■ Si se divide un cubo en 8 cubos, por ejemplo, 
n = 8 = 2 3 , y el factor de reduccion es r- 2. 
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nza 




las dimensiones 
onentes: 1, 2 y 3, 



si llamamos D a la 
se tiene: 

mt° = n. 

Resolviendo esta ecuacion, a plicando 
logaritmos (en cualquier base): 



In 



n 
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Precisiones sobre la nocion de fractal 

Dimension de semejanza 



n = 2;r = 2;b = l 



n = 4;r = 2:b = 2 



n = 8;r = 2;b = 3 
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Con junto de Cantor 




ie dimension uno, y lo mismo 
"e la construccion: F k 

itud final, con el oaso al limite. es 



)nces su dimension igual a 0? 

■ rarece que la dimension topologica no es adecuada 
para caracterizar a este conjunto. Su dimension 
debena ser un valor entre 0 y 1. 

■ Al pasar de F k a F k+1 se reemplaza cada segmento por 
dos segmentos cuya longitud se reduce por el factor 
3. Podemos caracterizar el Conjunto de Cantor por 
esos dos numeros: n = numero de copias en que se 
convierte una copia = 2^™<f actor de reduccion = 3. 




,,117110 CI V 



tor en el piano 



y de an 

Es el al 
de razo 



io, compacts, no numerable 
o su pen metro vale siempre 4. 

in conjunto de cuatro homotecias 




Se caracteriza por n = 4 y r = 4. Al tener longitud 
parece que su dimension, a pesar de partir de 
figuras de dimension 2, debena ser 1. 

<LQue dimensiur3IWemejanza tiene' 
NO es fraccionaria. 



! par 



bserva que 
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1 1 


3 





Nocion de fractal 




r = 4 

D = In4/ln4 = 1 
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s de cade 

4 y el factor de reduccion es 3. 

Eion, cada F k es de dimension 1, 
ngitud infinita puede esperarse que 
or que 1. 



i\ fray 



r 



p 



srnejanza t 




Incluso se puede comprobar que la longitud es 
infinita entre dos cualesquiera de sus puntos. 

Es un ejemplo de curva continua que no tiene 
tangente (derivada) en ninguno de sus puntos. 
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Fractales autosemejantes 



A 



Tridngulo de Sierspinky 





infini 



el triangulo de Sierpinski 
compacto de penmetro 



Queda caracterizado por n = 3, pues cada 
triangulo se trasforma en 3 triangulos, y r= 2 
que es el factor de reduccion lineal, es decir, 
la longitud de cada lado se reduce a la mitad. 



Que dimension de semejanzsj Lien 
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Sierspinky 



r = 2 
n = 3 

D = In3/ln2 > 1 
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inski 



ro regular el el que se 
juntos medios de las aristas y al 
unirlos se forman 4 tetraedros de lado mitad. 
Se elimina la figura central. En cada uno de 
los cuatro tetraedros restantes se vuelve a 
repetir el proceso sucesivamente. 

Se caracteriza por n - 4 y r= 2. 

? Observa 



que N' 



cjccjoricj 
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inski 



form 



csnti 
















taec 


ro regu 




BS C. 


ITICI 


r 



:]bjr. 



laooraion 
construir 



ternauca 



dobJ 



Sierpinski es el punto fijo del 
conjunto de cuatro homotecias de razon 1/2 
y centros en los cuatro vertices de un 
tetraedro. 

■ Es un ejemplo de objeto fractal de dimension 
2, no fraccionaria. 



Precisiones sobre la nocion de fractal 



Punto 




un conjunto de 



aplicaciones contractivas 





(jf>(K) = K 

i=l 




J. E Hunchinson (1981) 
M. F. Barnsley (1985) 
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dorff 

kzl\lr(7V)> 



;B) y BcNr(A)} 



netrico compiero. is\3j conjunro ae 
tos de S. {K(S), D} es un espacio 

■ Fractales autosemejantes 

■ M. F. Barns/eyen 1985 

■ Sistema de funciones iteradas 

■ Teorema del punto fijo de un conjunto 
de aplicaciones contractivas 



Adela Salvador 




Adela Salvador 





En ambos casos, al ser el triangulo de 
Sierspinsky el punto fijo del conjunto de 
aplicaciones contractivas formado por las 3 
homotecias, se Mega al mismo resultado 
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tien 
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J qui 



se pans 
er otn 




Hgure 1.13 : Starting with a rectangle the Iteration leads to the 
Sierpinski gasket. Shown are the first five steps and the result after 
some more iterations (lower right). 




Figure 1.14 : We can start with an arbitrary Image — this iterator 
will always lead to the Sierpinski gasket. 





ley 



arnsie 
obtiene cfl[ 
punto fijo de las 
4 aplicaciones 
contractivas de 
la figura 





Initial Image 




Step 



Blueprint of Barnslc.v's 
Kern 



Figure 5.22 : Blueprint ol Barnsley's tern. 





Translations 


Rotations 


Scalings 
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llarnsley Fern 

Transformations 



Transformations tor the Barnsley tern. 



discoveries which have given current research significant momen- 
tum. One is the first stranye attract* discovered by F. Lorcnz at 
MIT in 1962. and the second is what we would like to call Barm 



1 *«- 



4^ 



* V 

■<4: 4«~ 



Koch Curve 
Transformed into the 
Fern 



3 5.24 By changing ihe parameters lor the Koch curve 
■uously along a path to those o( the (em, a transformation from 
actal to the other is obtained. 




ye to cuya dimension de 
Hausdorff (semejanza) es 
di stint a de su dimension 

topologica 

E. Borel y H. Lebesgue 
H. Weyl 

Hausdorff (1919) y Besicovitch (1920) 

a i i » n i i 



Adela Salvador 



OJi/J^iJSjJOiJ tOpL 



ygica 




Mnlrrmrl^lnn j s j rj ij r r JJtj r 

parsd^^^Bi 

cuys: 

iii[^ii--i[«]iiiir<fiT!i5 



uena: Se designa ind(S) 

-/ Se g^/e e/ espacio tiene dimension tres porque las 
a prision son de dimension dos. 

Definicion: Se dice que ind(S)<Xrsi y solo si existe una base de 
abiertos de S cuya frontera tiene su dimension menos o igual a k-1. 

^^^^^^^^ va grande: Se denota Ind(S) 

■ Se dice que LeS separa A y B si y solo si existen abiertos U y V 
contenidos en S, cuya interseccion es vacia, U^A, V^B y L=S\(UuV). 

■ Definicion: Se dice que Ind(S)<Xrsi y solo si cualquier par de conjuntos 
cerrados disjuntos de S pueden ser separados por un conjunto L con 
Ind(L)<A-l. 

Dimension de recubrimiento: Se denota Cov(S) 

■ El orden de una familia A de abiertos es menor o igual a n si y solo si 
cualquier n+2 de esos conjuntos tiene una interseccion vacia 

■ Definicion: S tiene dimension de recubrimiento menor o igual a n 
si y solo si todo recubrimiento abierto finito de S tiene un refinamiento 
abierto de orden menor o igual a n 
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*ior de Lebesgue y 
\ de Lebesgue 



EJfj£UOf. 



de Hausdorff 

medidas oara cada coniunto 



Dado un conjunto de Bore/F, y dados 
0<s<t, se tiene que: 

■ Si Hs(F)<oo entonces Ht(F)=0 

■ Si Ht(F)>0 entonces Hs(F)=oo 
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'aos y fractales 



Sistemas dinamicos continuos: 
A tractor de Lorentz 
Sistemas dinamicos discretos 
Ecuacion Logistica 
Metodo de Newton 
Conjuntos de Julia y de Fatou 
Conjunto de Mandelbrot 
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Conjunto de Mandelbrot 





DIMENSION DE 6RAFICAS 
DE FUNCIONES. DIMENSION 
DE SERIES TEMPORALIS 
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Dimension de series temporales 
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|ji Sernillas, plantuias y plantas de dos especies distintas 


(esp 2 ge 









Archive Qperaciones Salir 
Ano Siguiente 



Siembra 



1 00 anos 



Historial 



Ano Pasado 



Plantas 



Planta Sernillas 



Inicia 



Muestra Variables 



Sernillas dispers: 411 483 a 
Sernillas: 411 GOO 
Plantuias: 54166 
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Sernillas, Plantuias y Plantas 



| Sernillas: 411 
600 

Plantuias: 54166 
Plantas: 89 97 



A 



47% 



411 600 54 166 89 97 




Estaciones del Ano 

4lT goF 

154166 
89 97 
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s de plantas 



po = 0,2; Pi = 0,2 
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